Riconducibili
a frazioni razionali

(Razionali) Calcolo integrale
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Indice degli esempi

Calcolare
1 f L dz 6 f 1 dr
: sin x J 1
1 1
2.1 s dz 7. [ l—siclilm(Za:) con verifica
sin® z 1 . .
3. f ltsin? cos x dx 8. [ WETEE dx con il cambio
_ 2 _ o 9
4. [ Y gy °+z+1=(z—u
1 :
SIﬁ dx 9f YR | dx con sost. trig.

Nota:

e La maggior parte degli esempi sono difficili!

e Gli esercizi 8 e 9 sono impossibili (qui per curiosita)!
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Riconducibili a funzioni razionali

Alcune sostituzioni, trasformano gli integrali di alcune funzioni non razionali (funzioni
trigonometriche, esponenziali o logaritmiche) in integrali di funzioni razionali (facili da
risolvere con i fratti semplici)

Vediamo i seguenti casi principali dove R(-) indica una generica funzione razionale dei
suoi argomenti

Questo e l'ultimo argomento sulle varie tecniche di integrazione.

Se vi piace iscrivetevi al canale, mettete un mi piace o lasciate un commento
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Esempio 1 (da sostituzione)

Calcolare
Soluzione

sin x sin & t =cosczx 1

I = / dr = / dr = ] = —/ dt
sin® 1 —cos®z dt = —sinz dzx 1 — ¢2
1 2 1 1+t 1 —t¢

= / dt = / ( i )+( ) dt
1—¢ +t)(1 —¢)

:——/md——/—d

1
= _ln\l—t|——1n|1+t| §1n|1—cosac|—§ln|1+cos:v|

_ 11q\/l—cosw L C
1+ coszx
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Esempio 1 (da sostituzione)

Dalla uguaglianza

1 —coszx

1+ cosx

possiamo riscrivere la soluzione come

I =1In o OsLY — 1n(tan E)
1+ cosx 2

1 — 1 1
I =1n oS m—— RO = — arctanh (cos )
1+ cosx 2 1 —coszx
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Funzione razionale di «

Un integrale che contenga una funzione del tipo
( (aib—l—b)nl/dl (am+b)np/dp>
R | x, y e
cx +d cx + d

si razionalizza attraverso la sostituzione

aa:—|—b_

S
cr +d

con n il minimo comune multiplodidy, ... d,
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Esempio 2

Calcolare

Soluzione

Sesiponex = t*, cont = \/z,edx = 4t dt si ha

1 4¢3 t2
4/?”—t /?—1

(t—1)(t+ 1) + 1

= t+1)dt —— dt
,/ t—1 /( L
1

::§#+t+mn—1y

1 _ _
= 5\/:1:—#{4/33 +In|yz - 1|+ C
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Sostituzioni trigonometriche

Caso1l

Per una funzione razionale del tipo
R (sinz) cosx

si usa la sostituzionet = sin x

Caso 2

Per una funzione razionale del tipo
R (cosz)sinz

si usa la sostituzionet = cos z
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Esempio 3

Calcolare

Soluzione

Postot = sin x con dt = cos x dx si ha

. 92
sin” x
I:/ 5 cos x dx

1 + sin” x

2 2 +1)—-1
—/ ¢ dt_/( +D) -1
1+ ¢2 1 + ¢2

/1dt—/ — t — arctant
—I—t2

= sinx — arctan (sinx) + C
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Sostituzioni trigonometriche

Caso 3

Per una funzione razionale del tipo

\/a2 — b’

si usa la sostituzione x = % sin u da cui

' 2
a .
Va® —bir® = \/a2 9?2 sin?u

42

bx
= ay/1 — sin* u sSinu = —
a
= aCosuU
Va2 — b2z?
COS U =
a
bx
tanu =
\/az — 22
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Esempio 4

Calcolare

Soluzione
Applichiamo

e |a sostituzione z = sin u

e condx = cosudu

o /1—22 =+/1—sin’u = +/cos?u = cosu

Quindi, si ha

VA 1 — sin’
I—/ dw_/cosu / .sm udu:/ ,1 du—/sinudu
sin u sin u sin u
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Esempio 4

Dall’esempio 1

1
/ dr = — arctanh (cos u)

Sin u

e quindi

I = —arctanh+/1 — x —|—\/1—w2—|—C
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Sostituzioni trigonometriche

Caso 4

Per una funzione razionale del tipo

\/a2 + b

si usa la sostituzione x = % tan u da cui

| 2
Va® + bz = \/a2 —|—/b2 /Z—tanzu

2
_ bx
SIn u =
= a4y/1+tan’u Va2 + b2z?
a a
— COSU =
CoS U \/0,2 4+ b2 2
bx
tanu = —
a
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Esempio 5

Calcolare

Soluzione

Usando la sostituzione x = %tan u con

der = 3 —1_ du ericordando che

2 cos?2 u

1 +tan?a = —L— siha

cos? «

3 1

1 1
I:3/ 2 cos? u du:/ du:/ —— du
%tanu .3 cos u tan u sin u

COS u
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Esempio 5

Dall’esempio 1

1
/ dr = — arctanh (cos u)

Sin u

e quindi

I = —arctanh( : )—I—C’

\/ 9 + 4x?
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Sostituzioni trigonometriche

Caso 5

Per una funzione razionale del tipo

Vbx® — a?
si usa la sostituzionez = ¢ - dacui
b cosu
J 2 2.2 2
a 1 bx* — a
\/b2$2 —CL2 = /bz —CL2 Sin u = \/
2
/52 COS* U bx
a
COSU = —
= a\/tan2u br
— atanu V/b2z2 — a2
tanu =

Manolo Venturin (CC BY-NC-ND)



Esempio 6

Calcolare
Soluzione
Usando la sostituzione x = Coiu con
dx = 5 sin u du si ha
COS“ U
@Lu 1 : sin u .
I = sinudu = - du = cosudu = sinu
1 ot
COS“ U
2
rc — 1
= + C
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Funzione razionale di seni e coseni

L'integrale di una funzione razionale in sin « e cos =
R (sin x, cos x)

puo essere ricondotto ad un’integrale di una funzione razionale attraverso la sostituzione

2
t:ta,mE , « = 2arctant , dxr = dt
2 1+ 2
con
1 — ¢ ; 2t
CoOS T = , sinz =
1+ ¢ 1+ ¢2

Nota: Di solito questo metodo e molto laborioso ed e utilizzato quando non ci sono altre
alternative piu semplici
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Esempio 7 (funz. razionale di seni e

coseni)

Calcolare e verificare il calcolo
Soluzione

. : . _ . . dx _ 1 du
Utilizzando la sostituzione u = 2z condu = 2dz,siha [ 25— = ¢ [ -2~

Utilizzando la sostituzione t = tan %, si ha

1 du 1 1 2 1 2
— - — —_— . dt p— — dt
2 /) 1—sinu 2/ 1 2 14¢2 2 ) 1—2t+¢2

142

_ /(1_1t)2 dt = —/(1—t)_2(—1)dt - —
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Esempio 7 (funz. razionale di seni e
coseni)

Si ha

dx
I =
/1 — sin 2x

1
1—t t=tan - , u=2z
» 1 » 1
u 1—tan§ 1 —tancz
B 1 B CoS &
- {_simz  cosx —sinz

COS T
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Esempio 7 (funz. razionale di seni e

coseni)

E interessante notare che

T / dx COS T sin &

1 — sin2x COSX — SIn & COSX — SIn &

infatti, le due espressioni

COS T COS & COST — SIn sin

—]_: — e
COST — SInx COST — S1Inax COSL — SInx COST — SInx

differiscono di un termine costante
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Esempio 7 (funz. razionale di seni e
coseni)

A riprova di cio si possono calcolare le due derivate. Indicandoconc = cosx es = sinx
si ha

o« D[ ] — D[c]-(c—s)—c;D[c—s] _ == (c—s)— c2( s—c) _ 1 -
L c—s | (c—s) (c—s (c—s)
e D[] = DbiedsDlers) _ elesleted | 1
L c—s (c—s) =r) =)
Inoltre, siha (cosz —sinz)? =1 — 2coszsinz =1 —2- +sin2z = 1 — sin 2z

2
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Altre sostituzioni notevoli

Esistono altre sostituzioni notevoli (raremente utilizzate nei compiti, mai capitato)

Ad esempio negli integrali che coinvolgono fattori quadratici del seguente tipo

V't fax+b = \/(w—a)zztﬁ2

posso utilizzare la sostituzione trigonometrica.

Fatemi sapere se vi servono (o un maggiore approfondimento)!
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Altre sostituzioni notevoli (sost.
iperboliche)

Negli integrale del tipo

va® + bz’

posso utilizzare la sostituzione z = % sinh u condzx = % cosh u du da cui

| 2
Vva® + bz = \/aQ—l—/gz/C;sinhzu — aV/1+sinh?u = acoshu
2

che a sua volta puo essere ricondotto ad una funzione razionale con la sostituzione
u
zZ=2E¢€

Fatemi sapere se vi servono (o un maggiore approfondimento)! Manolo Venturin (CC BY-NC-ND)



Altre sostituzioni notevoli (sost.
iperboliche)

Negli integrale del tipo

bz — a’

posso utilizzare la sostituzione z = % coshu condz = % sinh u du da cui

| 2
Vbt —a® = \//[;2/Zcosh2u—a2 — asinhu
2

che a sua volta puo essere ricondotto ad una funzione razionale con la sostituzione
u
zZ=2E¢€

Fatemi sapere se vi servono (o un maggiore approfondimento)! Manolo Venturin (CC BY-NC-ND)



Esempio 8

Calcolare

usando la sostituzione

Soluzione

Utilizzando la sostituzione z° + = + 1 = (z — u)? si ha

Pzt l=(r—-u)l =2 2ux+uv° — z=

da cui, calcolando la derivata si ha

2
1
da::2u + u +
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Esempio 8

Osserviamo che

V@ Te = Jo-uf = @-w = Lk
__u2+u+1
_ 1+ 2u
e quindi
9 T u+1 —2
I:/ du:/ 5 du
w1 TFu+tl mzu)z us — 1

ﬁﬂu T—Mu
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Esempio 8

Intregrando attraverso la tecnica dei fratti semplici si ha

/u;—zldu:/(i;—l)ﬂ_@ﬁﬁ;) du = /uildu_/uilduzln(iiw

Ora dobbiamo esprimere la u in funzione della , si ha

u=z—(z—u)=z— V' +z+1

da cui

1 — 2 1
Izln( +x \/m + x + )+C

l—z++/2+z+1
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Esempio 9

Soluzione

Scriviamo (completando il quadrato)

> 1\? 3
vz tz+1= (:z:+§) + 5

Calcolare con la sostituzione trigonometrica

Vet +z+1 =

V3

2 COS U
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Esempio 9

L'integrale diventa

1 1
I = / de = / \/2 du = / du
/22 +z+1 %(\/gtanu—l)‘ V3 2cos?u \/3smu—cosu

2cosu

Ora (sostituzione dell’angolo aggiunto) si ha

V3sinu —cosu | ( 7r)
5 =sin (u — o

da cui

2 1
= / —— du = / du = — arctanh (cos(u— z))
V3sinu — cosu sin (u — %) §
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Esempio 9

Ora
cos(u—z) _ \/gcosu—ksmfu
§ 2
S
V3
V3cosu+sinu \/374'334‘% o T + 2
2 2¢/x2 +x + 1 2¢/x2 +x + 1

quindi

2
I = — arctanh Yo + C
2¢/x2 + . + 1
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